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中　　村　　誠　　吾

緒　　　　　言

　建物の地震時の挙動を調べる際によく用いられるのが，各階の質量と水平剛性とを集中質量
（質点）とバネで表わした多質点振動モデルである。建物と地盤との相互作用を考慮する場合に
は，図 1のように建物基礎部分に地盤の水平バネと回転バネを基礎に取り付けた，スウェイ・
ロッキングモデル（SRモデル）が用いられる。これらのモデル諸元を決定するためには，建
物に使用される構造材料の物理特性，柱・梁・壁等の構造部材の断面性能及び復元力特性の評 

価，支持地盤の物理特性や減衰性能の評価等が必要となる。しかしながら，これらの決定に際し
ては大きく 2種類の曖昧さが存在する。1つは自然現象，材料や施工精度等に起因する本質的な
ランダム性，即ちランダム的バラツキ（不確定性）1）であり，他の 1つは諸元や現象を評価する
上で解析手法やモデル化に起因するシステム的バラツキ（不確実性）1）である。従って，建物の
耐震安全性を評価するに当たっては，これらのバラツキが応答に及ぼす影響を確率論的に把握
し，ランダム的バラツキについては品質管理等により，また，システム的バラツキについては解
析精度の検討等によって，総合的に効果的に低減することが望ましい。
　前述のような振動モデルの諸元を互いに独立な正規確率変量とし，建物の応答が弾性域であ
る場合については一次近似二次モーメント法が有効であることを既往の研究2），3）で報告してい 

る。この手法では求めるべき固有値・固有ベクトルや応答量の分散が，着目している確率変数に
関する偏導関数の級数として表わされるため，通常の地震応答解析プログラムを改造した専用プ
ログラムを準備する必要がある。本稿ではこのような改造を行わずに，既成の解析プログラムを
そのまま利用して固有値・固有ベクトルや応答量の特性値を求める手法について検討することを
目的としている。さらに，各確率変量のバラツキが，応答量に与える影響度を推定する方法につ
いても提案する。なお，本報で提案した手法に基づく数値計算例は，次報で報告する。

1 .　評価手法の選定

　システム工学の分野において信頼性評価に用いられる代表的な手法としては，

Effect of Random Variables Included in Analytical Model on Seismic Response of
Structures (1):   Stochastic Characteristic and Contribution Factor Estimated by

Rosenblueth Method

構造物の確率変数が地震応答に及ぼす影響（1）
――2点推定法による確率特性値及び寄与率の推定――
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376 中　　村　　誠　　吾

①　数値積分法
②　一次近似二次モーメント法（FOSM法/First-Order Second-Moment Method）4）

③　モンテカルロ法
④　2点推定法（Rosenblueth Method）5）

が挙げられる。これら 4手法を比較したのが，表 1である。複数個の確率変数 X = (X 1, X 2, … , 
X n )の関数 g(X)が陽な形で表わされる場合には，g(X)の期待値 E[g(X)]及び分散 Var[g(X)]を
①及び②で算出するのが有効であるが，実際は関数自体が不明または Taylor展開を行うのが困
難といった問題が多く，現実的な手法として③または④が用いられる。なお，③のモンテカル
ロ法では通常非常に多くの計算回数を行う必要があるため，本稿では比較的少ない計算回数で 
g(X)の期待値及び分散の近似値が得られる，④を採用することとする。

 図１　多質点振動モデル（SRモデル）

 表１　確率変数から成る関数の評価手法

手　　法 手法の概要 必要な情報 備　　考
① 数値積分法 各変数 Xiの確率密度関数を用

いて多重数値積分を行うことに
より，特性値を算出

同時確率密度関数 同時確率密度関数を正確に知る
ことが困難，多重積分が現実的
には不可能等の問題がある。

② 一次近似二次モー
メント法

評価関数を各変数 Xiの期待値
まわりで Taylor展開して線形近
似を行うことにより，期待値と
分散とを算出

各変数の期待値と分散 評価関数が不明，または複雑な
場合には偏微分ができず，従っ
て Taylor展開が行えない。

③ モンテカルロ法 各変数 Xiについて分布形を満
足する乱数を発生させて数値シ
ミュレーションを行い，それら
の結果から特性値を算出

各変数の分布形 極端な近似や単純化を行うこと
なく解が得られるが，必要とさ
れる計算回数が多く，手間がか
かる。

④ 点推定法
（Rosenbluethの
2点推定法）

各変数 Xiを代表する数個の離
散値とその集中確率密度によっ
て，期待値と分散等を算出

各変数の期待値と分散
（場合により，ひずみ度）

評価関数が複雑で偏微分不可能
な場合でも，比較的少ない計算
回数で解が得られる。

40-35中村.indd   376 2012/02/02   20:01:22



377構造物の確率変数が地震応答に及ぼす影響（１）

2 .　多質点振動系の固有値及び応答値の特性値

2．1　多質点系の固有値問題
　地震動 xg˝受ける多質点振動系の運動方程式は，次式で表わされる。
Mx˝ + Cx́ + Kx =－xg˝ M1 （1）
ここに，Ｍ：質量マトリックス

 C：減衰マトリックス
 K：剛性マトリックス
 x(t)：基礎に対する各質点の変位ベクトル（相対変位）
 1：単位列ベクトル
 xg˝ (t)：入力地震動の加速度波形
 t：時間
 ( )˝ = d2 ( )/dt2, ( )́ = d( ) / dt

振動系の固有値を求めるための，上式に対応する非減衰の自由振動方程式は，
Mx˝ + Kx = 0 （2）

となる。ここで，変位ベクトル xを固有ベクトルφを用いて，
x = φ・exp (i ω t) （3）

で表わせば，
(M－1 / ω2 K) φ = 0 （4）

を得る。（4）式が意味ある解を有するため，即ち，φ≠0であるためには，
det │ M－1/ ω2 K │ = 0 （5）

であるから，これより各次数の固有値ωjが，次いで固有ベクトルφjが求まる。

2．2　多質点系の地震応答
　地震応答解析を時刻歴モーダル法に従って記述する。変位ベクトル xをモードマトリックス
φと時刻関数 qの積，即ち，
x =φq （6）
但し，φ = [φ1 φ2 … φn ]

φj：j次の固有ベクトル（列ベクトル）
 n：振動系の全自由度数

で表わせば，（1）式は次式のようになる。
Ｍφq˝ + Cφq́ + Kφq =－xg˝ M1 （7）

この両辺各項の前方から転置φtを乗じて，さらに，
Mj = φj

t Mφj ：j次の広義の質量
Cj = φj

t Cφj ：j次の広義の減衰係数 （但し，j = 1, 2, …, n） （8）
Kj = φj

t Kφj ：j次の広義のバネ定数
βj = φj

t M1 / Mj ：j次の刺激係数
なる関係を導入して整理すれば，j次モードの運動方程式として次式を得る。

qj ˝+ 2hj ωj qj́ + ωj
2 qj =－βjxg˝ （9）

　上式の解析解は，インパルス応答の解に Duhamel積分を適用することにより，以下のように
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378 中　　村　　誠　　吾

求めることができる。
qj = qj0βj （但し，j = 1, 2, …, n） （10・a）
qj0 =－[(1－hj

2)1/2 ωj]
－1∫0

t xg˝ (τ) exp[－hj ωj (t－τ)]× sin[(1－hj
2)1/2 ωj (t－τ)]dτ （10・b）

以上により，最終的な変位応答は各次の総和として次式で表わされる。
x = φq = ∑ j = 1

n φj qj = ∑ j = 1
n φjβj qj0 （11）

また，速度応答と絶対加速度応答も同様にして次式で表わされる。
x́ = ∑ j = 1

n φjβjqj0́   （12）
x˝ + xg˝1 = ∑ j = 1

n φjβ j{qj0˝ + xg˝} （13）

２．３　２点推定法による固有値及び応答値の特性値推定
　確率変数 Xの値を 2つの離散値 X +，X-で，また，これらに対応する集中確率密度を P+，P-で 

表わす（図 2参照）とき，X +， X -，P+，P-が確率密度関数 fx(x)を満足する条件は，
P- + P+ = 1
P- ・X- + P+・X + = μX （14）
P- ( X－μX )2 + P+( X +－μX )2 = σX

2

P- ( X－μX )3 + P+ ( X +－μX )3 = θX
3・σX

3

但し，μX = E [X]：確率変数 Xの期待値
 σX

2 = Var [X]：確率変数 Xの分散
 θX = E [( X－μX )3] /σX

3：確率変数 Xのひずみ度
であり，これらを解くと

P+ = ｛1±［1－1/ (1 + (θX / 2 )2 )］1/2 ｝/2
P- = 1－P+ （15）
X± =μX±σX (P±/P∓) 1/2

となる。特に，変数 Xが正規確率変数であればθx = 0 となり
P+ = P- = 1/2 （16）
X± =μX±σX

なる簡単な関係が得られるから，1変数関数 g(X)の期待値と分散は
E[g(X)] = ∫-∞

∞g(x) f X(x) dx
 = P+ g( X + ) + P- g( X - )
 = ｛ g(μX + σX ) + g(μX－σX　)｝/2 (17)

Var[g(X)] = E[g2(X)]－{E[g(X)]}2

によって求められる。
　以上の結果を s個の独立な正規確率変数（X1, X 2, …, X s ）からなる関数 z = g(X1, X 2, …, X s )に
拡張する。変数 Xiの期待値と分散をそれぞれμXiとσXiで表わせば，関数 zの期待値と分散は次
式により求めることができる。

E[z] = 2－s [ g(+ + … +) + g(－+ … +) + … + g(－－…－)] （18）
Var[z] = 2－s [{g(+ + … +)}2 + {g(－+ … +)}2 + … + {g(－－－…－)}2 ] （19）
ここで，g(+ + … +) = g(μX1 +σX1, μX2 +σX2, …, μXs +σXs )

 g(－ + … +) = g(μX1－σX1, μX2 +σX2, …, μXs +σXs )
 　　　　　 ……
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379構造物の確率変数が地震応答に及ぼす影響（１）

 g(－－…－) = g(μX1－σX1, μX2－σX2,  …, μXs－σXs)

固有値・固有ベクトルや応答値の期待値と分散は，振動モデルの諸元が確率変数 Xiに対応する
と考えることにより，2s回の固有値解析または応答解析から求め得ることになる。

3 .　各確率変量が応答に及ぼす寄与率の推定

　前節で固有対である固有値及び固有ベクトル，そして応答値の期待値と分散が求まったことに
なるが，ここでは各確率変量がこれらの分散にどの程度寄与しているか，その寄与率を線形重回
帰モデルと一次近似法とによって推定する方法について述べる。

3．1　線形重回帰モデルと寄与率
　説明変数を X i，目的関数を Y，また偏回帰係数を a iで表わすときの線形重回帰モデルは，次
式で表わされる。

Y = a 0 + a 1 X 1 + a 2 X 2 + … + a m X m （20）
このモデルは，偏回帰係数 aiに関して線形性を要求するのみである。
いま，Y及び X iに関して N個の観測値が得られているものとし，これらを

Y = ｛ y1,  y2,  …,  yN ｝
X i = ｛ x i1,  x i2,  …,  x iN ｝ （但し，i = 1, 2, …, m） （21）

で，また，Yを X iから予測する関数を f，誤差をεiで表わすものとすれば，
Y = f ( X i ) + εi （22）

これを X iの期待値μXiのまわりで Taylor展開すれば，以下のようになる。
Y = f (μX1, μX2,  …, μXm ) + Σm

i = 1 ( X i－μX i ) ∂f /∂Xi │μX＊

+ Σm
i = 1 Σm

j = 1 ( X i－μXi )( Xj－μX j ) ∂2f/∂X i ∂X j │μX＊ ＋ … （23）
ここで，μX＊ = (μX1, μX2,  …, μXm )

いま，（23）式に一次近似法を適用して，右辺の 1次の項までで Yを近似すれば，Yの期待値と
して次式を得る。

E(Y) = E[ f( X 1,  X 2,  …,  X m )]
= f(μX1, μX2,  …, μXm ) + Σm

i = 1  ∂f /∂X i │μX＊・E(X i－μXi)
= f(μX1, μX2,  …, μXm ) （24）

同様にして Yの分散は，次式で表わされる。

 図 2　確率密度関数 f x (x)の離散化
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Var( Y ) = Σm
i = 1 Σm

j = 1 ∂f /∂X i │μX＊・∂f /∂Xj │μX＊・Cov(X i, X j)
= Σm

i = 1 (∂f /∂X i │μX＊ )2・Var( X i ) （25）
従って，各説明変数 X iが目的変数の分散 Var ( Y )に占める寄与率γiは，次式によって定義でき
る。
γi = [(∂f /∂Xi │μX＊ )2・Var ( X i )] / Var（ Y ） （26）

3．2　固有対及び応答値の分散に占める各確率変量の寄与率
　多質点 SRモデルの確率変量は，質点質量，部材の断面性能，構造材料定数，地盤～建物相互
作用バネ，地盤～建物間減衰係数，入力地震動の最大加速度振幅の 6種類に大別される。いま，
これらがそれぞれ X 1，X 2，…，X 6 に対応するものとし，重回帰モデル fとしては，

f = f ( X 1,  X 2,  …,  X 6 )
= a 1 X 1 + a 2 X 2 + a 3 X 3 + a 4 X 4 + a 5 X 5 + a 6 X 6 + a 7 X 1 X 2 + a 8 X 1 X 3 + a 9 X 1 X 4 + a 10 X 1 X 5

+ a 11 X 2 X 3 + a 12 X 2 X 4 + a 13 X 2 X 5 + a 14 X 3 X 4 + a 15 X 3 X 5 + a 16 X 4 X 5 （27）
なる形を設定すれば，期待値μX＊ = (μX1, μX2,  …, μX6 )における fの偏微係数は，

∂f /∂X1 │μX＊ = a 1 + a 7 + a 8 + a 9 + a 10
∂f /∂X2 │μX＊ = a 2  + a 7 + a 11 + a 12 + a 13
∂f /∂X3 │μX＊ = a 3 + a 8 + a 11 + a 14 + a 16 （28）
∂f /∂X4 │μX＊ = a 4 + a 9 + a 12+ a 14 + a 16
∂f /∂X5 │μX＊ = a 5 + a 10 + a 13 + a 15 + a 16
∂f /∂X6 │μX＊ = a 6

となる。
　以上により，2点推定法に基づいて固有値解析または応答解析を行った中から，16ケースを抽
出して（27）式の a 1，a 2，…，a 16 を決定し，これらを（28）式に代入して偏微係数が求められ
るから，振動モデルの確率変量が固有対または応答値の変動に及ぼす寄与率は（26）式によって
推測できることになる。

4 .　結　　　　　語

　本稿では，建物の振動モデル諸元を確率変数と考えた時の固有対及び応答値の変動を求めるた
め，通常の地震応答解析プログラムを用いて 2点推定法により算定する，比較的簡便な手法につ
いて述べた。次に，これらの各確率変数が固有対や応答値の変動に与える影響度を寄与率とし
て定義し，これを推定する方法についても提案した。特に，応答値に対する寄与率が判明すれ 

ば，高い値を占める確率変数のバラツキの極小化に向けた効率的な取り組みが期待できるものと
思われる。今後は，これらの提案手法の妥当性について，具体的な数値解析例によって検討を行
うつもりである。
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付録：入力地震動の最大加速度振幅を確率変数と考える場合の扱いについて

　地震応答に最も大きな影響を及ぼすのは，入力地震動そのものであることは従来の多くの解析
結果を総括すれば明らかである。現在では，過去の地震観測記録を分析して，
　①　地震動の最大振幅
　②　地震動の周波数特性
　③　 地震動の継続時間及び振幅包絡線の経時的変化
に関する多くの知見が得られており，模擬地震波の作成にも役立てられている。しかし，地震そ
のものが非再現性の現象であることもあり，本稿では議論を単純化するために最大加速度振幅の
みを確率変数として扱った。

A．1　入力と応答（出力）間の確率特性値
　1つの線形確定構造系に，最大加速度振幅を正規確率変数とする地震動を入力する場合を考え
る。入力地震動の振幅のみが確率変数であり，波形（周期成分及び位相）自体は不変であるか 

ら，最大振幅が期待値 xg0˝のα倍になったときの応答は，系に xg0˝を入力するときの応答 R0 の
α倍となり，単純な線形変換を行うことによって得られる。なお，入力 xg0˝ = 0 のときに応答 R0 = 

0とならなければならないから，この線形変換は定数項を含まないことになる。
　ここで，確率密度関数が f X(x)なる確率変数 Xの関数 Yを Y = g(X)で定義し，この逆関数 X = 
g－1(Y)が一義的に決定され，かつ，存在するものとすれば，Yの確率密度関数 f Y(y)は，

f Y(y) = f X(g－1(y))・ │ dg－1 (y)/dy │ � （a−1）
で与えられる4)。従って，Yが Xの線形変換 Y = αXで表わされる場合については，

x = y/α = g－1(y)
dg－1(y)/dy = 1/α
μY =α・μX （a−2）

となるから，
f Y(y) = f X(y/α)/α （a−3）
E[Y] = α・μX

を得る。さらに，Xが N(μX, σX  )なる正規確率変数であれば，
f X(x) = exp{－[(x－μX )/σX]2/2}/(σX 2π　) （a−4）

であるから，これを (a−3)式に代入すれば，
f Y(y) = exp {－[(y/α－μx )/σX ]

2/2}/(σX 2π　)/α
= exp {－[(y－μY )/σY]2/2}/(σY 2π　)

となるから，結局，Yの期待値，分散及び変動係数νYとして次式を得る。
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E[Y] =μY =α・μX

Var[Y] =σY
2 =α2・σX

2

∴ νY = (Var[Y])1/2 / E[Y] =σX/μX = νX

　以上により，応答の期待値と標準偏差は，それぞれ入力のそれらのα倍となり，また，変動係
数は入力と応答とで不変であることがわかる。

A．2　重回帰モデル f の設定
　確率変量が 6個の場合，重回帰モデルの項数としては，

[n + nCr] │ (n = 6, r = 2) = {n ＋ n!/[r! (n－r)!]} │ (n = 6, r = 2) = 6 + 15 = 21
　即ち，21項で設定するのが普通である。しかし，本稿で X 6 は入力地震動の最大加速度を対応
させており，A．1 により入力～出力間で 1対 1対応となるため，X i X 6 (i = 1, 2, …, 5)の 5項を差
し引いた16項で設定している。

［2011．9．29　受理］
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